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We elaborate on the relative situation of a Kac algebra and its dual, then, 
introducing three invariants we obtain a generalization of Heisenberg’s com- 
mutation relations. Using the operator-valued weights introduced by 
U. Haagerup, we give a simpler definition for Kac algebras. As an application, we 
generalize the unicity of the left Haar measure on a locally compact group. 
Le but de ce travail est d’amkliorer et de complkter les r&.ultats de [SJ. Dans 
la premike partie, on Ctudie la situation relative d’une algkbre de Kac et de 
l’algkbre de Kac duale, on introduit trois invariants et on ghkalise les relations 
de commutation de Heisenberg. 
Grace aux techniques introduites dans [7], il est don& dans la seconde partie 
une nouvelle expression aux troisikme et quatrihme axiomes des algkbres de Kac, 
tels qu’ils sont formulCs dans [5]. Cela conduit P dkmontrer que le cinquikme 
axiome des algkbres de Kac est redondant. On obtient ainsi une dkfinition plus 
simple des algkbres de Kac. 
La troisikme partie gCnCralise l’unicid de la mesure de Haar sur un groupe 
localement compact. Plus prCcisCment ,on montre qu’ktant donrke une algkbre 
de Hopf-von Neumann involutive (M, r, K), il existe au plus (h un facteur 
constant prks) un poids ‘p sur M, tel que le quadruplet (M, r, K, p) soit une 
algkbre de Kac. 
Dans la quatrikme partie, on affaiblit l’un des axiomes de la nouvelle dCfinition 
des algkbres de Kac. 
Les notations utiliskes sont celles de [S]. Toutefois, pour allhger, on identifie 
SystCmatiquement A4 et rw(M) d’une part, et H, et H,A d’autre part. De plus, 
pour un quadruplet (M, r, K, p’) v&rifiant les axiomes (&) h (Kiii) de [5], 
dkfinition 1.3.1, on notera respectivement W(M, r, K, q) et h(M, r, K, y) 
l’opkrateur fondamental introduit en [5], 2.1.1 et I’application dkfinie en [S], 
2.1.4. 
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Je remercie Mesdames Simon, secretaire a 1’UniversitC Paris-Nord et Trillot, 
secretaire a I’UniversitC Paris VII, pour la qualite de la dactylographie du 
manuscrit. 
N.B.: La refonte de ce papier a naturellement entrain? que les references 
d’autres articles deja publies deviennent incorrectes, et je prie leurs auteurs de 
m’en excuser. 
En particulier, dans [3] etaient cites les resultats IV.1 et 3 qui sont devenus 
I.2 et 4. Dans [12] etaient cites les resultats 1.10, 15 et 20, IV.12 et V.3, qui sont 
devenus respectivement 11.10, 15 et 16, 1.13 et 111.3. 
(0.1) Soit A une algebre de von Neumann operant sur un espace hilbertien 
H. On notera B(A) l’ensemble des poids normaux, semi-finis et fiddles sur A. 
Certaines des constructions concernant ceux-ci se gtneralisent aux poids non 
fiddles; il suffit de remarquer que si 4 est un poids normal et semi-fini sur A et P 
son support, la restriction de (G a l’algebre reduite A,, que l’on notera &. 
appartient a g(Ap). 
Reciproquement, soient P un projecteur de A et $ dans 9(Ap). L’application 
definie, pour tout x de A+, par /J’(X) = 1/(3cp), oh x, designe la restriction de Px 
a PH, en un poids normal et semi-fini sur A, de support P. 
On a clairement (I+%~)~ = # pour tout poids normal et semi-fini sur M, de 
support P; et (#‘)p = # pour tout I/I de g(Mp). 
(0.2) Soit & un poids normal, semi-fini sur l’algebre de Von-Neumann Ai, 
de support Pi (i = 1, 2). On definit, sur A, @ A, : 
$4 0 42 = &PI 0 h2P*)p’op* 
oti le produit tensoriel des deux poids fidbles #ipi et &Pi est defini de la manitre 
usuelle. 
(0.3) Supposons de plus #a fiddle. On peut alors definir ([7], 5.6) le poids 
operatoriel normal, semi-fini, fiddle i @ r,& de A, @ A, sur A, , identifiee a 
A, @ @ (i designe l’identid de A,); on a alors: 
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Cela provient de [7], 5.5, si #r est fiddle, et I’on peut facilement lever cette 
hypothbe. 
(0.4) Supposons maintenant que I,& soit un &at (fiddle ou non). On peut 
alors definir i @ I,!I~ qui sera une esperance conditionnelle normale de A, @ A, 
sur A, . Dans ce cas, on a encore 
Si +s est fidele, cela provient de (0.3) et on peut facilement lever cette 
hypothese. 
(0.5) On notera ext+A l’extension positive de -4, definie et notee A+ dans [7], 
dont on utilisera toutes les autres notations. En particulier, si 4 est un poids 
normal sur A, on notera encore 4 son extension canonique a ext+A ([7], Proposi- 
tion 1.10). 
(0.6) Nous aurons a considerer dans ce qui suit des quadruplets K = 
(M, I’, K, ‘p) verifiant les axiomes (Ki) a (XV) de [5], definition 1.3.1 et la propriete 
Pz de 5, definition 1.3.5 (resp. drifiant (Ki) a (Ker)). On dira alors que K verifie 
W (resp. W- 
(0.7) Soit K verifiant (X). On peut lui appliquer tous les resultats de [5], 
jusqu’au $4.1 inclus. En particulier, on peut construire la quadruplet dual 
KA = (MA, P, KA, pl ^ ) qui drifie alors (Y), d’aprb [5], Theo&me 3.3.4, 
Definition 2.3.3, Propositions 4.1.3 et 4.1.5. 
Remarquons enfin qu’on peut appliquer tous les resultats de [5], jusqu’au 
$2.2 inclus ?I tout It6 verifiant (Y). 
(0.8) Soient 9 dans B(A), x dans A* (centralisateur de #), y dans !Rti n %*, . 
On a: yx E !I& n 9IZy d’aprb [IO], theoreme 3.6, et, 
= J&l px *Ll ;1’2J&( y) 
= JP*.LJAr) par hypothbe. 
Le m&me raisonnement s’applique au poids # @ # sur A @ A. En particulier, 
pour tout z de !JI&ae n 9&, on obtient: 
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I. TROIS INVARIANTS ASSOCIBS A UNE ALG~B:BRE DE KAC 
LEMME 1.1. Soit (M, T, K, CJI) whijiant (Y). On a, pour x duns z(H,): 
.r E (MA)’ si et seulement si (1 @ x)W = W(1 @ x). 
Dhonstration. Soit x dans Y(HJ. On a: 
x E (MA)’ * xX(w,*,) = A(w,,,)x pour tous (Y, y dans H, 
* (B I .~X~,,N = (B I GLJ x8) pour tous 8, 6 dans H, 
* (x*/3 I GJ,,m = @ I %J,,J x*1 
* (W(, 0 x*/q I Y 0 6) = (Wa 0 B) I Y 0 x6 
d’aprks [5], 2.1.5. (a) 
* (WI 0 x”)(a 0 8) I Y 0 6) = ((1 0 x*)w(” 0 B) I Y 0 6) 
- (FV’(l @ .Y*) = (1 @ x*)W’ par densit& 
D’oh le rbultat. 
COROLLAIRE 1.2. Soit (M, r, K, q~) une algibre de Kac. On a, pour x dans 
-W&J : 
(i) x E (MA)’ si et seulement si (1 @ x)W = W(1 @ x) 
(ii) .r E ICI’ si et seuhnent si (x @ l)W = W(x @ 1). 
Dhnonstration. Le lemme I.1 entraine (i) et l’assertion (ii) se dkmontre par 
dualit grlce k [5], 4.1.4(a) qui &once que TV” = aW*a. 
LEMME I.3 (Extension des formules de connection de [5], 3.1.2). Soit 
(M, r, K, v) vt+znt (X). S oient 01 dans 29, ,6 duns H, , y duns 91, 6 duns 21A’. 
On a: 
oh ~-‘(a) est l’ope’rateur ferme’ duns [13], Ch. 3. 
Dt!monstration. Soient (Y dans 9b, j3, 6 dans cLt^’ et y dans 91. D’aprks [5], 
3.1.1(c), on a: 
PW 0 B) I Y 0 8) = (4B li 84 a11 Y) 
= (44(B ‘i 89 I r> 
/3 f- 8; appartient a A,(%,) CQ(,‘(,)). Ainsi: 
P’Ca 0 B) I Y 0 6) = (B =r 6 I n’(4*Y) 
= (f?(s)*/3 / 7+)*y) 
car, d’aprks [5], 3.1.2(a) 
car y E Cu C %+(-zr’(ab)) 
qui, par continuitb, vaut pour tout /3 de H, . 
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TH~ORI~ME 1.4. &it (M, r, K, p) wL~ifiant (X). On a: 
d'Oh 
(M’ u (MA)‘)” = (Mu (MA)‘)” = (Mu M-j” = (M’ u My = q&J. 
Dhonstration. Comme d est affilik au commutant de M” ([5], 2.2.2), 
M n MA est inclus dans M+’ (centralisateur de p)). 
Soit x dans M n MA. On a K(X) = J^x*J^ EM n (MA)’ (cf. [Sj, 3.1.5(a)), et: 
w(l @ K(X)) W* = 1 @ K(X) d’aprks [5], 2.1.5(b) 
Autrement dit: 
r(K(X)) = 1 @K(X) d’aprks [5], 2.2.5(b) 
d’oh r(X) = S(K @ K)(l @ K(X)) d’aprks [5], 1.2.1.2 
= s(1 Ox) 
=x01 
c’est-g-dire: (*) W(1 @ x) = (x @ 1)W d’aprb [S], 2.2.5(b) 
De plus: 
w*(l @ “^(X*)) = (./^ @ .f) w(JA @ j)(l @ K-(X*)) 
= (.r 0 J> w 0 4(/^ 0 J) 
= (J^ 0 m 0 1) WA 0 J> 
= (“(X*) @ l)(jA @ 1) w(./^ @ /) 
= (K(X*) @ l)w* 
(1 @ K+))bt/ = J’f’(K(X) @ 1) 
d’aprks [5], 3.1.5(b) 
d’aprks [5], 3.1.5(a) 
d’aprks (*) 
d’aprb [5], 3.1.5(a) 
d’aprks [5], 3.1.5(b) 
(**) 
Soient y et x dans 9JxI1, . On a: 
n&d~(~)(K@)Y @ 1)) = w%iK(xb’) @ hiz)) d’aprb [5], 2.1.1 
= r+(X) @ l)@t&‘) @ A,(z)) 
= (1 @ “^(X))~@h’) @ A,(d) d’aprks (* *) 
= (1 @ ‘+))~a cdr(X)(Y 8 1)) d’aprb [5], 2.1.1 
= (1 @ Jx*J)A,@,,(T(x)(y @ 1) d’aprks [5], 3.1.5(a) 
zzz &8.,(~(~)(Y 0 1x1 0 4) d’aprks (0.8) 
= 4&$w(Y 0 4). 
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D’oti: r(z)(K(x)y @ 1) = r(z)(y @ LX) vy, z E !& . 11 en resulte, en faisant 
tendre y et z vers 1: 
cela implique x = K(X) = A.1 oh h E @. Ainsi Ii/l n MA = Cl. De plus, en 
utilisant [5], 3.1.5(a) et 3.3.2, on obtient: 
&I’ n MA = j(M n M^)J = @. 1, 
111’ n (MA)’ = J^(M’ n M^)J^ = Cl, 
M n (MA)’ = J(M’ n (M*)‘)J = C.1 
ce qui acheve la demonstration du theoreme. 
LmmE 1.5. Soit K = (M, r, K, q~) vhfiant (Y). L’ensemble des ophateurs 
de Z(H,) tels que: 
W(1 @x)w* = xgjx (*I 
est .un semi-groupe faiblement fermi’ inch duns M. On le note G,,(K). 
Si x E G,(K), on a: 
(i) x* E G,(K) 
(ii) K(x) E G,(K) 
(iii) Ze support initial de x appartient h G,,(kl). 
Dhnonstration. Soit x dans 9(H,) verifiant (*). Pour tout y dans M’, on a: 
y.x@.~=(y@l)(x@“~) 
= (y @ 1) W(1 @x)w* 
= qy @ I)(1 @s)w* d’apres [5], 2.1.1 
= W(1 @x)(y @ l)w* 
= W( 1 @ x) w*(y @ 1) d’aprb [5], 2.1.1 
=(x@x)(y@l) 
= xy @ .t’ 
si x est non nul, cela implique yx = sy done x E M. Soient x et y verifiant (*), 
on a: 
xy @ xy = (x 0 x)(y 0 y) 
= (x @ x) W(1 @y)W” 
= rql @x)(1 @y)w* 
= W(1 @xy)w*. 
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La premike partie de la proposition en rbulte. Remarquons que, d’aprhs [5], 
2.2.5(b), (*) se traduit par: 
T(x) = x @ x, ce qui entraine /I x jj = 1 ou 0 (**) 
La continuitk de r et celle de I’application x F-+ x @ x sur les parties bornkes 
entrainent que G,(K) est faiblement fermk. 
L’assertion (i) r&&e trivialement de (**). 
L’assertion (ii) rksulte de [5], 1.2.1.2, car: 
r@(X)) = S(” @ K) r(x) 
= S(K @ K)(X @ X) 
= K(X) @ K(X). 
Soit x positif dans G,,(H), il est clair que pour tout entier 12 
xlln E G,(K) 
en effet 
11 en rksulte que pour tout x de G,,(K), le support initial de x qui est lim,(x*x)lln 
appartient g G,(K). 
Remarque 1.6. Soit od = (n/r, I’, K, ye) vkrifiant (x). I1 rCsulte de (O.i’), 
I.5 et [5], 4.1.4(a) que l’ensemble {x E Z(H,); W*(x @ I)W = x @ x> est 
GoW). 
LEMME 1.7. Soit K = (M, r, K, q~) vki$ant (X). Soit x duns G,,(K^). Soit OL 
duns ‘2l’. 
Alors xol uppartient h L@b et ~‘(xol)x = m’(a). 
Dhmstration. Soient y dans ‘X et ,8, 6 dans 2l”‘. On a: 
= (Tr(fl T s$a 1 N*y) d’aprb [5], 3.1.1(c) 
= (d(a)@ T 25) 1 “*y) 
h ,. 
= (fi T Sb 1 ~‘(a)* x*y) 
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Mais, par ailleurs, comme d’aprks [5], 3.1.3(a), XOL E%‘, on peut appliquer 
le lemme 1.3, et: 
= (xfq?i)*p 1 ?T’(xa)“y) 
,. n 
= (fi T 2ib 1 x*+m)*y). 
Par densit& on en dCduit que: 
Tr’(a)*x*y = x*%-yxcg*y vy E 21. (“1 
Cornme 2I est un domaine essentiel pour T’(W)*, on en dCduit que X*T’(XOI)* 
est born-4 et que: 
d’oh 
7+)*x* = x*%-‘(m)* 
m’(a) = (x*7r’(xct)*)* 
= ?T’(xa) * *x d’aprb [l l] (c’) p. 299 
= 7r’(xcu)x car n’(xa) est fermk. 
LEMME 1.8. Soient K vkij%znt (X) et x duns G,,(H^). Soit 5 duns 2I. Alors 
x[ E A,plJ et: 
(i) M5) = +4x, 
(ii) 7r(xf) = XX(~) K*(X). 
Dt!monstration. 11 rhlte de 1.5. que dans le lemme p&&dent, on peut 
remplacer x par K”(x*) = Jx J ([5], 3.1.5(a)). On en dkduit, pour tout LY dans 91’: 
Jx Jz-‘(LX) = n’(Jx /a) Jx J 
soit 
x J+x) J = Jr’( Jx Jcx) Jx 
ou 
xm( JCL) = z-(x JO+ 
d’oh (i) car ‘U = J21’. 
Revenant B 1’Cgalitk (*) du lemme 1.7, il vient: 
n’(a)*x*y = x*?r’(xa)*y vex E 21’ vy E 21. 
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En remplacant 01 par ab et x par x*, on trouve: 
~‘(a) .xy = xrr’(x*ab)*y VolE21’ VYE2I 
= xr’((x*d)b)y. 
Or, d’aprhs [5], 3.1.3(b): (x*&)b = KA(x)OI, done: 
Z-/((Y) .Yy = XiT’(KA(<X)rZ)y 
= .X??-(y) K-(X)OI va E 2l 
done xy E fl,(%J et: 
77(Xy) = XT(y) K^(X) d’oh (ii). 
PROPOSITION 1.9. Soit IM = (M, r, ’ ’ K, ye) vertjiant (X). Soit u un .&ment 
unitaire de M. On d&&e par Ad u l’automorphisme de Y(H,) d&&i par 
Ad u(x) = uxu*. Les conditions suivantes sont t!quivalentes: 
(i) 3r~C, Ir 1 = 1, teZqueruEG,(K), 
(ii) Ad u 1 MA E Aut MA. 
Dt!monstration. Soient u unitaire G,(K) et x dans (MA)‘. On a: 
W(1 @uXU*) = W(1 @u)(l @x)(1 @u*) 
= (u 024) W(1 @x)(1 @U*) 
= (u @ U)(l Ox) W(1 mu*) d’aprb [5], 2.1.5(b) 
= (u @ u)(l @ x)(u* @ u*)W d’aprb 1.5(i) 
= (uu* @ uxu*)w 
= (1 @ u.w*)u’ 
done uxu* E (MA)’ (cf. 1.1). 
11 en rksulte que Ad u 1 (M”)’ E Aut(M^)‘, d’oh Ad TU 1 iVl^ = Ad u 1 M” E 
Aut BP. Rkiproquement, supposons que Ad u 1 (MA)’ E Aut(M^)‘. D’aprb [fl, 
2.1.5(b) cela entraine: 
W(1 @ztxu*) = (1 @uxu*)w vx E (MA)‘. 
Soit(l au*) W(1 @u)(l 0.x) = (1 @x)(1 au*) W(1 @u)VxE(MA)‘. Cela 
entraine que: 
(1 @ u*) W(1 @ u) E Z(H,) @ MA. 
Comme WE M @ MA ([5], 2.1.5(b)), on a: 
(1 @ u*) W(1 @ u) E M @ AT- 
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puis 
(1 au*) r(u)Enr@M- (cf. l-51, 2.2.5(b)) 
Alais 
(1 ~u*)r(u)Enr~M 
I1 resulte enfin du theoreme I.4 que: 
(1 @u*) r(u)EM@@.I. 
Done, il existe un unitaire v de M tel que: 
(1 @U*) T(U) = V @ 1. 
Soit (*) 
r(u) = v @ 24. 
11 resulte de [5], 3.1.5(a) que si Ad u / $1” E Aut MA; on a aussi i\d K(u) j MA E 
Aut MA; done il existe un unitaire w de M tel que: 
W @ K(U) = r(K(U)) 
= S(” @ K) r(U) 
= S(‘+) @ K(u)) 
d’apres [5], 1.2.1.2 
d’apres (*) 
= K(U) @ K(V) 
ce qui implique K(V) = rK(u), aw!c r E c, 1 r 1 = 1 et 
ZJ = YU 
done 
lyru) = YU @ YU 
d’ou (i), ce qui acheve la demonstration. 
THkORkME 1.10. SOit K = (A& r, K, p’) une algibre de Kac. L’ensemble 
G(K) = G&)\(O) est un. sous-groupe faiblement localement compact du groupe des 
e’le’ments unitaires de M. 
Demonstration. Le lemma L8(ii) fournit, pour tout x dans G,,(K)- et tout [ 
dans N: 
77(x~)x = .mfg KA(X)X, 
em = .m(cf) KA(X)X d’apres 1.8(i). 
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Done, en faisant tendre ~(5) vers 1: 
x = XKA(X)X. (**) 
En particulier, tout projecteur e de G,,([M^) verifie: 
e = ercA(e)e. 
Considerons I’ClCment e/(e); on a: 
(eKA(e))(f?KA(e)) = (eK^(e)e) K^(e) 
= eC(e) d’apres ce qui precede; 
de plus 1) eK”(e)ll < Ij e II I/ K^(e)jl = 1. 11 en r6Sulte que eKA(e) eSt un prOjecteUr, 
done: 
e,*(e) = KA(e)e, 
et 
C(e)e = eC(e)e = e. 
En revenant 2 (*), on obtient: 
46) = m(5) KA(e)e 
= edS)e 
d’oh il resulte e E M’, comme e E MA, il resulte du theoreme I.4 que e est egal 
soou 1. 
On en deduit (cf. I.S(iii)) que le support initial de tout Clement de G,,(K^) 
est Cgal 2 0 ou 1, done tout Clement x de G(lK^) est inversible. L’egalite (**) 
entraine alors que: 
1 = K-(X)X 
done 
K^(X) = X--l. c***j 
Comme 
II x II = II n4ll 
= Il~O~ll 
= I! x II2 
on a: 
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De plus: 
II *-I II = II ~WII d’apres (***) 
= II * II 
= 1 
il en resulte que x est unitaire. 
Ainsi G,(H) = G(K) u (0) est inclus dans la boule unite de M. Le lemme I.5 
entraine done que G,,(K) est faiblement compact. 11 en resulte que G(K) est 
faiblement localement compact, ce qui acheve la demonstration du theoreme. 
On dira que G(lt6) est le groupe intrinseque de K. 
TH~O&:ME I. 11 (GCnCralisation des relations de commutation de Heisenberg). 
Soit od une algebre de Kac. I1 existe une application faiblement continue et une 
settle x de G(K) x G(Dd^) dans @ qui verifie: 
Pour tous u, u’ dans G(W) et tous er, zl’ dans G(Od^): 
0) uw = x(u, w) wu, 
(4 I x(u, w)l = 1, 
(iii) x(uu’, w) = x(24, w) x(u’, w), 
(iii)’ x(u, ~0’) = x(u, w) x(u, w’), 
(iv) x(u*, w) = x(u, fJ-, 
(iv)’ x(u, w*) = x(u, w)-, 
(9 x(u, 1) = 1, 
(v)’ x(1, w) = 1. 
Dhnonstration. Soit Q6 = (M, r, K, p). Pour tout u dans G(od) et tout w 
dans G,od^), on a: 
uwu*w* = (uwu*)w* E M-’ 
= u(wu*w*) EM 
d’apres I.9 
d’aprb 1.9, par dualite 
done uwu*w* = x(u, w) - 1, avec ,y(u, w) E C, d’aprb le theoreme 1.4. 
La verification de (ii) a (v)’ est triviale. 
On dira que x est le couplage de Heisenberg associe a 06. Les groupes G(Dd) 
et G(K^) et la fonction x constituent les elements intrinseques associes a K. 
Remarque I.12 (Cas des algebres de groupes abeliens). Soit B un groupe 
localement compact abelien et ‘@ le groupe dual. On sait que 3 opke sur L*(g) 
par h(g) (translation Q gauche associee it g E 9) et que 9 opere sur E(9) par 
p(y) (multiplication par le car-act&e y E 0). Par ailleurs les representations h et p 
engendrent respectivement KS(g) et KA(S) = KS(@) = KS(Q)’ (cf. [5], 
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chapitre 8); de plus h (resp. CL) est un isomorphisme de Y sur G(K;S(S)) (resp. 
de $ sur G(KS(@))). 
I1 resulte du theoreme precedent qu’il existe une application faiblement 
continue x de G(KS(3)) x G(KS($)) dans C telle que: 
w P(Y) = x(W P(Y)) P*(Y) 4d (*) 
vg E 3 VpE. 
Fixons y dans @. 11 resulte de I.1 1. que l’application g H x(h(g), p(y)) est un 
caractere sur 3, on verifie aisement (en appliquant l’egalite (*) k une fonction 
de L*(S)) qu’il est Cgal a y. On en deduit que: 
On retrouve ainsi la relation de commutation de Heisenberg gCnCralis6e 
(voir par exemple [8, 9, 141). 
DEFINITION 1.13. On appelle poids de Haar sur une algebre de Hopf-von 
Neumann involutive (M, r, K) un poids p sur M tel que le quadruplet (M, r, K, q) 
soit une algbbre de Kac. 
Problhe 1.14. Nous verrons plus bas (111.3) qu’a une constante p&s il 
existe au plus un poids de Haar sur une algebre de Hopf-von Neumann involutive 
Toutefois, il reste a ttablir a quelle condition un tel poids existe. 
DEFINITION I. 15. Soit od = (M, r, K, v) une algebre de Kac. Une sous- 
algebre de Hopf-von Neumann involutive N de M sera dite incrustee dans lt6 
s’il existe un poids de Haar sur (N, r 1 N, K 1 N). Par abus de langage, oh parlera 
aussi d’algtbre de von Neumann ou d’algbbre de Kac incrustees. 
Remarquons par exemple que les sous-algebres de Kac de E-6 sont incrustees 
dans od. 
PROPOSITION 1.16. Soit K = (M, I’, K, v) me algibre de Kac. Soit M, la 
sous-algibre de van Neumann de M engendrie par G(W); c’est la plus grande sous- 
algkbre de Hopf-van Neumann involutive symktrique incrust&e duns K. 
Dimonstration. I1 resulte trivialement de I.5 (**) et I.5 (ii) que M, est une 
sous-algebre de Hopf-von Neumann involutive de K. De plus, (MS, r 1 M, , 
K 1 M,) est clairement isomorphe a (JZ(G(N)), r&,, , K&K)) (on utilise les 
notations de [5], 8.1.3(a)). 11 existe done, par rtansport du poids canonique I,,, 
sur JG(H)), un poids de Haar sur M, . Ainsi M, est incrustee dans K. 
Soit N une algebre de Kac symetrique incrustee dans K. D’aprb [5], 8.2.9(a) 
et ce qui precede, elle est egale ?I KS(G(N)). Comme G(N) est dtfini par 
(r 1 N)(x) = x @ x, soit r(x) = x @ x; on a G(N) = G(K) n N. I1 en resulte 
que N est inclus dans M, , ce qui acheve la demonstration. 
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On voit en particulier qu’une algtbre de Kac est engendke (en tant qu’algkbre 
de von Neumann) par son groupe intrinskque si et seulement si elle est 
symktrique. 
II. UNE NOUVELLE DEFINITION DES ALGBBRES DE KAC 
LEMME 11.1. Soit (M, I’, 91) un quadruplet vkrifiant les axiomes (Ki) ZI (Kiv) 
de [5], Dt$nition 1.3.1. Soient x dans !& et a dans %w~m . On a: 
(r 0 i)(a)@ 63 1 0 1) E %Q~a~m 
et 
A m~m~m((~ 0 i>(a)(x 0 1 0 1)) = W 0 ~PLQ,Q,,(x 0 4 
oic W = W(M, r, K, v) et i est l’identite’ de M dans M. 
Dkmonstration. Soient y, x dans !J&, . 11 rksulte de [5], 2.1.1 que: 
(WC3 lb%QmQ~(x Or 04 = 4diM3~((~(Y)(xo 1)) 04 
= A .&%&w(Y) 0 4(x 0 1 0 1)) 
= 4 0,0A(r 0 i)(y 0 4)(x 0 1 0 1)). 
Comme West isomktrique ([5], 2.1.1), il en rhulte que: 
(P’OV op)(x*x OY*Y oz*4 
= (V OP’@P)((X* 0 10 lWOi)((Y O~*(Y 04NxO 10 1)). (*I 
Sur M @ M considkrons les deux poids CD et Y dkfinis par: 
@(4 = dx*xhJ 0 PP), 
Y(b) = (PI 0~ 09%(x* 0 1 0 lV O W)(x 0 1 0 1)) 
pour tout b de (M @ M)+. 
Le poids 0 est normal, semi-fini, fiddle et utQ = utw @ utrn pour tout t de R. 
Le poids Y est normal et semi-fini (g&e B (*)), de plus: 
Y(u,~(~)) = (p 0 Q 0 P,)((x* 0 1 0 I)(r 0 WV 0 V)(b))(x 0 1 0 1)) 
= (Q-J 0 P 0 Mx* 0 1 0 l)(i 0 UP 0 v)((r 0 i)(b))@ 0 1 0 I)) 
d’aprb [S], 2.2.5(c) 
= (p 0 P 0 VW 0 utm 0 ut”)((x* 0 1 0 l)(r 0 i)(b)@ 0 1 0 1))) 
= (p 0 F 0 PI@* 0 1 0 IF 0 W)(x 0 1 0 1)) 
= Y(b). 
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Done, Y est invariant par utQ. Comme, d’aprb (*) 
@(u*a) = Y(u*a) 
pour tout a dans ‘912, @ ‘912, et que A,(‘& @ %J = A,(!$,) @ A,(‘&,) est dense 
dans HG , en appliquant [5], Lemme 4.1.1, on obtient Qi = Y. 
On a done: 
pour tout a de M 0 M. 
Cela entraine, en particulier, que pour a dans !&,ew , on a: 
et 
Par polarisation, on en dCduit qu’il existe une isomktrie de Hm~a~w dans 
hi-mCme qui envoie (Irnaim&x @ a) sur ArnOrn~,J(T @ i)(u)(x @ 1 @ 1)). 
Or, d’aprb ce qui prCdde, cette isomCtrie cohcide avec W @I sur 
A,(%J @ A,(‘il&,) @ A&9&,). Par densid, le lemme en rksulte. 
LEMME 11.2. Soit (M, r, K, cp) un quadruplet vhijknt les uxiomes (Ki) ci 
(Kiv) de [S], D$ t k ni ion 1.3.1. Soient y duns 912, et a duns RncBrn . On a: 
(iOWN OrO1)~%OIP~m 
et 
A mfhd(i 0 W)(l Or 0 1)) = (1 0 W(u 0 ~~LzwzAY 0 4 
oli CT dt%igne l’optkteur unituire de Y(H, @ H,) dt@zipur ~(5, @ 5,) = f2 @ f, . 
D~monstrution. Soient a, , u2 dans 91w . On a: 
(1 OW)(u01)A~os~~(YOu10u2) = (1 0 J,fvL%@,,(U, Or Ou2) 
= A o@‘lp@.,(U, 0 NU,)(Y 0 1))) 
c-cc A rnOrn6rn((~lO +2NU Or 0 1)) 
= A or~d.d(i 0 WI 0 a2)(l Or 0 1)). 
Comme West isomktrique, il en r&he: 
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Sur M @ M considkrons les deux poids @ et IF/ dCfinis par: 
pour tout b de (44 @ M)+. 
Comme (i @ r)((utm @ u,Q)(~)) = (utm @ i @ ut”)((i @ r)(a)) d’aprks [5], 
2.2.5(c), un raisonnement en tous points identique B celui de la fin de II.1 
permet de conclure. 
LEMME I I. 3. Soit (M, T, K, 9) un quadruplet vt+iJiant Zes axiomes (Ki) ci (Kiv) 
de [5], D$nition 1.3.1. Soient a dam 9ZQBrn et x duns %, . On u: 
et: 
Dhonstration. Soient x, y dans !J& . On a: 
Soient 01 dans (‘8. @ a)’ et [ dans BI’. On a: 
Par densitt de A,B,(%~ @ 92,J dans Aa&&,Om) et par continuitt?, il en 
rCsulte que pour tout a de ‘9&0~ on a: 
((n’ 0 4(4 0 n’(E))( 1 0 V(u 0 1X 1 0 W(u 0 1 >A, ow s& 0 z> 
- (i 0 WW)((~’ 0 4(4 0 l@,om(a) 0 4) 
== (i @ r)(T(z))(u @ 1)(0l @ 6). 
580/34/3-4 
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11 en &s&e que le vecteur (1 @ w)(o @ l)(l @ W)(u @ l)Ao~wpw(a @ z) 
appartient B Aw~m&Rw~m& et que: 
d’oh le lemme. 
LEMME 11.4. Soit (M, r, K, y) un quadruplet vkrijant les axiomes (Ki) h 
(Kiv) de [5], D+zition 1.3.1. Alors: 
(W@ I)(1 @ W) = (I !gl W)(u 0 I)(1 @ w)(u @ l)(W@ 1) 
Remarque. Cette CgalitC est dCmontrCe dans [5], Proposition 3.1.7. (11 est 
clair en effet que (1 @ u)(W @ l)(l @ 0) = (u @ l)(l @ W)(u @ l), voir, par 
exemple, [5], lemme 3.2.2.) Toutefois, on y utilise les axiomes (Ki) h (Kv). Le 
fait que les quatre premiers suffisent va nous permettre de rkduire le nombre 
des axiomes qui definissent une algkbre de Kac. 
Dt!monstration. Soient X, y, z dans !R, . On a: 
D’autre part, on a: 
(1 0 w>(u 0 l)(l 0 W)(u 0 l)(W 0 l)~c18aOm(X Or 0 4 
= (1 @ W)(u 0 l)(l 0 W)(u @ l)A,.w&r(y)(x 0 1) @ z) d’aprks [5], 2.1.1 
= 4 . m,~c~w((i 0 r)(r(x))(F(y)(x 0 1) @ 1)) d’aprb le lemme II.3 
= A 0@ Bd(i m 0 r>(W)(r(~) 0 1 )(x 0 1 0 1)). 
I1 rCsulte alors de [5], 1.2.1.2, en comparant ces CgalitCs que: 
d’oh le rksultat par densitk. 
PROPOSITION 11.5. Soit (M, r, K, CJJ) un quadruplet vhijiant les axiomes (Ki) 
h (Kiii) de [5], D@.zition I .3.1. Soient w dans M, , W = W(M, r, K, q~), X = 
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h(M, r, K, p). On a, en utilisant les constructions et notations de [l], et en identijiant 
.Y(H,) et @ @ 9(H,): 
(w @ i)(w*) = X(u) 
oli i est l’identite’ de Z(H,) duns hi-m&me. 
Remarque. Pour utiliser [l], on considkre un Ctat sur une algkbre de von 
Neumann N comme une espkance conditionnelle normale de N sur Cl; 
de plus, par combinaisons linbaires, on peut remplacer les ktats par des formes 
linkaires normales, g condition de ne plus utiliser les propriMs dkoulant de la 
positivitk. 
Dthonstration. L’CgalitC 2.1.5(a) de [5] s’kcrit, pour tous 01, j$ y, 6 de H, : 
soit, comme Wappartient a M @ L?(HJ ([5], 2.1.1): 
autrement dit: 
.;w*, w @ f2) = (h(w), Q) VW E M, Vi2 E L?(H,)* 
or, d’aprb [I], Proposition 2.1, on a, compte-tenu de la remarque ci-dessus: 
((w @ i)(W*), f& = (i 0 Q)((w 0 i)(W*)) 
=cw*,clJ@l2) 
= G(w), Q> 
d’oh la proposition. 
LEMME 11.6. Soit (M, r, K, p’) un quadruplet v&i$ant les axiomes (Ki) h 
(Kiv) de [5], D@zition 1.3.1. Alors: 
(r @ i)( W”) = (u @ l)( 1 @ w*)(u @ l)( 1 @ W”). 
Dbmonstration. D’aprts [5], 2.2.5(b), pour tout x dans M et tout a dans 
L?(H,), on a: 
(r @ i)(x @ a) = r(x) @ a 
= W(l @x)W* @a 
= (W @ 1)(1 @ x 0 a)(W* 0 1). 
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D’oh, pour tout U de M @ Y&J: 
(r@i)(u) = (TV@ l)(l @ u)(w* @ 1). 
Comme, d’aprts [S], 2.1.1, W appartient A M @ J?(H,), on a, en particulier: 
(r@i)(w*) = (Iv@ l)(l @ w*)(w* @ 1) 
= W@ l)WO 1x1 0 WI* 
= (iv@ l)[(l @ W)(o @ l)(l 0 W)(u 0 l)(W@ l)]* 
d’aprks le lemme II.4 
= (W @ l)( w* @ l)(u @ l)( 1 @ w*)(u 0 l)( 1 @ W”) 
= (U @ l)(l @ W*)(U @ l)(l @ W*) d’aprb [5], 2.2.4 
PROPOSITION 11.7. Soit (M, r, K, q~) un quadruplet vb$iant les axiomes (Ki) 
ci (Kiv) de [5], Dt$nition 1.3.1. Alors, il vki$e (Kv). 
Dhotzstration. Soient q et wq dans 111, . On a, en posant h(hf, r, K, cp) = h: 
A(wl * we) = ((wl * w2) @ i)( W*), d’aprks le lemme II.5 
= (wl 0 w2 0 i)((r 0 i)P*)) d’aprb [5], 1.2.2 
= (wl @ w2 @ i)((u @ l)(l @ W*)(u @ I)(1 @ W*)) 
d’aprks le lemme II.6 
= (wl @ i @ i)(i @ we @ i)((u @ l)(l @ W*)(u @j I)( I @ W*)) 
Or, d’aprks [5], 2.1.1: 
(U @ l)(l @ W*)(u @ 1) E 6p(H,J @ Cl @ S(H,) = Im(i @ w2 @ i) 
Done, gr4ce aux proprittks des espkrances conditionnelles: 
X(W~ * we) = (we @ i @ i)[(u @ I)(1 @ W*)(u @ l)((i @ CO& i)(l @ W*))] 
= (We @ i @ i)[(u @ l)( 1 @ W*)(u @ I)( 1 @ (we @ i)( W”))]. 
Or: 1 @ (w2 @ i)(W*) E Cl @ S(H,) @ Y(H,) = Im(w, @ i @ i) d’oh: 
h(w, * WJ = (wl @ i @ i)[(u @ l)( 1 @ W*)(u @ I)](wz @ i)( W*) 
= (i @ w1 @ i)(l @ W*)(w, @ i)(W*) (on identifie 
@.I @ .Lz(H,) 2 LqH,) 
= (wl @ i)( W*)(we @ i)( W*) 
= h(w,) 4%) d’aprks le lemme 11.5. 
La proposition rksulte alors de [5], Proposition 2.1.9. 
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LEMME 11.8. Soit (M, I’, K, C,O) un quadruplet v&i$ant les axiomes (Ki) h 
(Kiii) de [5], D f; t e’ni ion 1.3.1. On a, pour tout x dans Yll,+: 
G 0 P)(W) = 944.l 
ou i @y dhigne le poids opkatoriel de M @ M dans M @I @.l (identijd ci M), 
produit tensoriel de l’identite’ i de M dans M par le poids v (aoir [5], D~jinitions 
2.1 et 5.6). 
Dcfmonstration. Soient x et y dans gI, . D’aprks [6], Corollaire 1.6, il existe 
une suite (x,J d’C1Cments positifs born& de M qui tendent en croissant vers 
(i @ q~)(r(s*x)); soit: 
= dv*(i 0 v)(@*x))Y) 
= di 0 rpN~* 0 1) P*~>(Y 0 1))) d’aprb [7], 2.1(3) 
= b ovNY* 0 1) e*x)(Y 0 1)) d’aprb [7], 5.5 
= dx*4dY*Y) d’aprks (Kiii) 
= (dx*x) 4(Y) I 4l(YN)- 
Or, on sait ([7], lemme 1.4) qu’il existe un sous-espace fermC H’ de H, et un 
opkrateur autoadjoint positif T sur H’ tels que: 
9(T)- = H 
et 
(; 0 d(r@*x))(wd = II T1’* I II* V[ E 9( T1/*) 
(i 0 d(qx*Jr))(wA = + 00 Vf $9( Tl/*). 
11 rksulte de ce qui p&&de que LS(Tl/*) contient A,(%,) dense dans H, , 
done H’ = H, . 
De plus, pour tout 4 de A,(!RJ on a: 
II T1’2 E II2 = b(x*x) 6 I 5) d’aprks ce qui prCckde 
= Il(dx*“Y’* . 116 II2 
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Par l’unicitt de la dkcomposition polaire, il en rbulte: 
T1/2 zzz Q(x*x)U2 . 1 
soit 
T = &*x) . 1. 
Ainsi, (i @~)(T(x*x)) est born6 et vaut ~(x*x) . 1. D’oti le lemme. 
LEMME 11.9. Soit (M, I’, K, v) un quadruplet vhajiant les a.Gomes (Ki) et 
(Kii) de [S], Dt@ition 1.3. I, ainsi que la propri&: 
(i 0 Q)(W) = ~(4 . 1 Vx’xM+ 
ah, il vh$ie (Kiii). 
Dhonstration. Soient x dans W, et y dans !lJ&+. On a: 
(i 0 QWW) = Q(Y) . 1 
d’oh, g&e ?I [7], 2.1(3): 
Q(Y) . x*x = x*(i @v)(F(y))x 
= (i 0 Q)@* 0 1) W(x 0 1)). 
Puis: 
Q(X*X) Q(Y) = d(i 0 Q)(@* 0 1) W(x 0 1)) 
= (Q oQm* 0 1) r(Y)@ 0 1)). C.Q.F.D. 
PROPOSITION 11.10. Soit (M, I’, K, y) un quadruplet vkrijant Zes aximes (Ki), 
(Kii) et (Kiv) de [5], D$%zition 1.3.1. Alow, Zespropri&G: 
(a) (M, r, K, p) vt+$ie (Kiii), de [5], D6jGzution 1.3.1 
et 
(b) Vx E M+ (i @ p)(r(x)) = q(x) . 1 sont 6quivalentes. 
De phs, si (M, r, K, Q) vkifie les conditions t$uivakmtes (a) et (b), on a: 
Dhonstration. Compte-tenu de 11.9, il suffit de dkmontrer que les axiomes 
(Ki) B (Kiv) entrainent la condition (b). Or, grlce h 11.8, on sait que pour tout 
w de M+ et tout x de mw+ on a: 
@J @ Q)(rtx)) = Q(X) dl) 
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Ces deux expressions definissent deux poids normaux, semi-finis et fiddles sur 
M. Le groupe modulaire du second est otm, or 
d’aprbs [S], 2.2.5(c) 
done le premier est invariant par ce groupe. 11 resulte alors de [lo], proposition 
5.9, qu’ils sont Cgaux, ce qui achhe la demonstration. 
LEMME II. 11. Soient Mi une algkbre de von Neumann et qoi un poids (i = I, 2) 
normal, semi-jim’, JidtYe SUY M. Soient x dam ‘3& et y dam ‘9110A c=jBm,. On a: 
-% 
cx* 0 l)Y(X 0 1) E %&7* 
hl,l(x) O%)(Y) = (93 ov*Mx* 0 l)Y(X 0 1)). 
Dhmnstration. Pour tout z de Mi+ nous avons: 
Done, en prolongeant les poids a ext+M, on trouve: 
En particulier, pour tout y de (Ml @ M.J+, comme (i @ vs)( y) appartient 
B ext+Ml , on a: 
%l,,di 0 CpdY)) = 9dx*(i 0 V,)(Y)4 
= Yl((i 0 vd(x* 0 1) Y(X 0 1))) d’apres [7], 2.1(3). 
D’oh, d’apres [7J, 5.5.: 
(wn,p 0 9%)(Y) = h o(Pm* 0 l)Y(X 0 1)). 
Les deux termes sont finis pour y dans (92 
linearit& 
w4,1(z)BIpJ+, d’oh le lemme par 
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LEMME 11.12. Soit (M, r, K, tp) me &g&e de Kuc. Soient x, y dam ‘Jz,. 
Avec les notations de [SJ, 2.3.6, on a, pour tout w duns M, : 
(ii) <W*, 0~ 0 ~AJ~.A~(~> = (w @f~)(W*)(l 0 4). 
(Rappelons ([5], 2.1.5.(b)) q ue W = W(M, I’, q~) appartient g M @ MA. 
I1 rhlte de 11.10 que (1 @ y*) F(X) et F(y*) (1 @ x) appartiennent %Y&o, , 
on peut done, en s’inspirant des mCmes principes que ceux CnoncCs dans la 
remarque de la proposition II.5 dkfinir w @ pl). 
Dthonstratioh. Soit .$ dans A,(!&,). On a: 
= vL@m(wK-l(~) 0 1)) I E 0 4(Y)) d’aprb [5], 2.1.1 
= (9J 0 94wc%)* 0 1x1 BY*) wMc(o 0 1)) 
= (WE ON1 BY*) W) d’aprks 11.11, 
car (1 By*) F(x) E YJ&B~ =YXwfo9,. 
On a de plus: 
<w*, WE 0 ~n,(r).n,d = <w WC 0 ~“,wA,d- 
= (WE 0 v,)((l 0 x*1 r(Y))- 
= (% 0 V,)v-(Y *x1 0 4). 
d’aprks ce qui prCdde 
On conclut par densit et par 1inCaritC. 
LEMME 11.13. Soit (M, r, K, 9)) me algibbre de Kac. On pose W = 
W(M, T’, K, cp), alors pour tout w de M, , on a: (w 0 K @i)(W) = (w @ i( W*)). 
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Ddmonstration. Soit B dans MG . Rappelons ([5], 4.1.4(b)) que: 
<h*(e), a> = i’&(e)), w> VWEM* 
= (h,(e), W 0 Kj 
= (h(W O K), e> d’aprks [5], 2.1.10. 
D’oh, en utilisant la proposition 11.5: 
((e @ i)( w-)*), w) = (W O K @ i)( w*), 6) 
soit encore: 
((i @ ~)((w~)*), 6) = + o K @ i)(w*), e> 
ce qui entraine 
(W 0 K @ i)(w*) = (i @ W)(( bV^)*) 
= (i @ w)((uW*a)*) d’aprbs [5], 4.1.4(a) 
= (w @i)(W) 
d’oh le rksultat. 
LEMME 11.14. Soit (M, r, K, q) une aZ,$bre de Kac. Pour tous x, y duns 
9l o, on a: 
(i 0 d((l By*) W4 = 4 0 v)(r(~*)(l 0 4)) 
Dkmonstration. D’aprks 11.10 les deux membres de cette CgalitC ont un sens. 
On a, pour tout w de M, : 
<WV w 8 %&),n,d = <cK @ i)(w*)y W @ en,(x).n,d d’aprks II.13 
= <w*, w o K 8 en,ix).n,d~ 
Compte-tenu du lemme 11.12, cette dernikre egalitC se traduit par: 
(w 0 TM1 0 r*> +)) = (w o K 0 Pv(Y*)(l 0 4) 
la proposition rksulte de [7], 5.5. 
LEMME 11.15. Soit (ill, r, K, 9) un quadruplet vh$iant les axiomes (Ki) et 
(Kii) de [5], Dc;finition 1.3.1, ainsi que la proprie’te’ 11.10(b) et Zefuit que pour tous 
x et y duns ?Jlw on ait: 
(i 0 94U Or*) r(x)) = K((i 0 W)Y*)(~ 0 4). (11.15.1) 
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Alors, le poids 9 est invariant b gauche au sens de [5], 1.2.4 (i.e., vt%$ie l’axiome 
WV))- 
Dkmonstration. Soient x et y dans A$(2l[, T ‘8s). On a, pour tout w de M, : 
mY*)> w 0 PkLw) = <r*, w * f~4JX))) d’apres [5], 1.2.2 
= (a(w * p(A,(x))) I A,(y)) d’apres [Sj, 1.1.3 et 2.1.3(a) 
= (+J> 4iAx) I 4(Y)) d’apres [5], 2.1.4 
= O(w), el,(&l,bd 
= (IV*, w @ On,(r),n,(y)) d’aprb II.5 
= (W @v)(T(y*)(l ox)) d’aprb II.lZ(ii) 
= (W o JC&J)((~ @y*)T(x)) par hypothese 
= (IV, w o K @ BA,(z~,n,(y)> d’apres 11.12(i) 
= (IV*, W’ @ Bn,(v),nw(z))- d’apres [5], 1.2.2 
= (r(x*), W’ @ p&(y)))- par un calcul 
analogue a celui effect& ci-dessus. 
On aboutit ainsi a la definition de l’invariance B gauche ([5], 1.2.4). 
On peut regrouper 11.7, 11.10, II.14 et II. 15, dans le theoreme ci-aprb, qui 
fournit une nouvelle definition des algebres de Kac. 
T&OR&ME II.16. Un quadruplet (M, r, K, 9’) est une algbbre de Kac si et 
se&mat s’il vtkifie les cinq axiomes suivants: 
(NKi) le triplet (M, r, K) est une algkbre de Hopf-won Neumann involutive; 
(NKii) CP est un poids normal, semi-Jini et fiddle sur M, 
(NKiii) Vx E M+ , (i @ v)(I’(x)) = p(x) * 1; 
(NKiv) Vx, Y E ‘i% . (i 0 G)((l 0 y*> r(x)) = ~((i 0 vP)(r(y *Xl 0 4)); 
(NKv) t? E (w, wtm = UytK. 
(Rappelons que, d’apres 11.10, si (NKi), (NKii) et (NKiii) sont verifies les 
conditions x, y E 9&, impliquent (1 @y*) r(x), T(y*)(l @ x) E ioZa&. 
LEMME II. 17. Soit (M, r, K, p) une algkbre de Kac. L’ensemble 
AW@ n 3; n fl:o, n ‘$2&J est dense duns H, . 
D6monstration. Soit x dans !l& n SvoK. Comme 9&, n W,., = ‘iRIP+II)OK et 
que, d’aprks (NKv) et [lo] Proposition 5.10, le poids 9) + 9, o K est semi-fini, 
il existe une famille de projecteurs e, appartenant a 9J2, n !J&,,K qui tend en 
croissant vers 1. 
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II est clair que e,x E !I& n %z n ‘QoK n ‘Q,,, et A,(e& = e&,(x) tend vers 
44 * 
Ainsi (1,(‘& n ‘3: n ‘iRaoK n ‘Q.J est dense dam QJlq n 91~oK). La 
proposition resulte alors de [5], corollaire 1.3.7. 
LEMME 11.18. Soit (M, r, K, 9’) une a@bre de Kac. Les isome’tries J et J^ 
commute&. 
D&monstration. Soit x dans ‘iR, n !T2: n !RwoK n ‘LR~,,~. D’apres [5], 3.1.2(b) 
A,(x) appartient a B# n 91 = LT@(fll/z) n L%((d*)-1~2). On a successivement: 
JA J/l&) = JAA1/*AQ(x)f 
= J^N2Am(x*) 
= Al/” JAAw(x*) d’apres [5], 4.2.1 
= d’l”(dy/y(/1,(x*))t; 
= AyAh)-wl,&K(X)) d’aprb [5], 2.3.2.1 
= (dA)-l~*Awl@(K(x)) d’apres [5], 4.2.1 et car 
A,(K(X)) E sqA1~“) 
= (k--l/2 JJA1/2A,(~(x)) 
= (A*)-'1" J(L~,(K(x)))# 
= (d-)-l/* J/l&(x*)) 
= J(A^)-1’2 A&(x*)) d’apres [5], 4.2.1 
= Jl^(hi~(x*)))~ 
= JJA-‘L(4 d’aprb [S], 2.3.2.1 
d’oh le resultat g&e au lemme 11.17. 
LEMME 11.19. Soit (M, r, K, 9’) une a@bre de Kac. L’ensemble 
Y = (xJA,(x); XE !J& n %w.,) 
est dense duns le c&e autopolaire P associe’ h (M, p’) au sens de [6]. 
Dt!monstration. Reprenons les constructions de [5], lemme 1.3.9, oh l’on 
choisit # = 9 0 K. Soit x dans 9&, . On a: 
e,x E % n 9LK 
et 
e,xJ4&,4 = e,x Jwl&> 
= es en J4(4 
= enx J44 
car e, appartient au centre de M 
car e, appartient au centre de M 
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ainsi, ce vecteur qui appartient a Y tend vers xJAJx). Done I- est dense dans 
(xJA,(x); x E ‘&,} dont P est l’adherence. C.Q.F.D. 
PROPOSITION 11.20. Soit (&I, r, K, v) une algibre de Kac. L’isomhie JA est 
l’impltkentation canonique de K au sens de [6]. 
Dhonstration. Compte-tenu de [6] (theoreme 2.18 et remarque precedent 
le 93) et de [5], 3.1.5(a), il reste a demontrer que J^P = P. Grace au lemme 
precedent, il suffit de demontrer que JAY C P. 
Soit x dans 9&, n ‘LT&~, . Rappelons que A,(!& n 9&,,,) est in&s dans 
~8 = z~((A^)-~~) (cf. [5], 2.3.2). De pl us, comme AA est affilie au centre de M 
(cf. [5], Proposition 4.2.1) on a: J(A^)-l!* C (AA)-lj2 J, done JAc(x) E 58 et: 
J’TxJ44) = ~4*‘*~“~~144 
= (A^)lj2 IC(X*) F- J/t,(x) d’apres [5], 3.1.3(a) 
= (A^)l/* ~~(x*)(A^)ll* J^J/l&) 
= (A*)l/* ~(x*)(A~)l/* JJ*A@(x) d’apres le lemme II. 18 
= (A^)l/* +*) J(A^)‘l’ J-A,(x) d’apres [5], 4.2.1 
= (A^)l/” K(.X*) JF^A,(x) 
= (A^)‘/” K(X*) J/l&(x*)) d’apres [5], 2.3.2.1 
Notons que K(x*) JL&(K(x*)) E Y C P. Posons (A”)1/2 = Sr h dE, et d, = 
Jy,,, h dE, . I1 resulte de [5], 4.2.1 que d, appartient au centre de M, d’ou: 
d,, = d;“Jd;‘*J, 
il en r&Ate, d’apres [6], 1.9(3) que d,P = P; d’ou: 
dn’#*) &k(x*)) E f’ 
comme P est un c6ne convexe ferme, cela implique, quand n tend vers l’infini, 
que: 
(A^)‘/* K(x*) JL$,(K(x*)) E P. C.Q.F.D. 
PROPOSITION 11.21. Soit K une alg2bre de Kac. On a: 
(i) Ait E G(K^)pow tout t de R 
(ii) ?+‘*(A @ l)W = A @A. 
STRUCTURE DES ALG&BRES DE KAC 391 
Dknonstration. Soient x et y dans SW . On a: 
vit %I 1) w%M 0 4Y)N 
= vt 0 1) 4zGdw(x 0 1)) d’aprks [SJ, 2.1 .I 
= 4 de 0 ww(x 0 1 ))I 
= (1,om(r(uf”(P))(ut”(X) 0 1)) d’aprk [5], 4.2.5(a) 
= ~vk(~t”(X)) 0 4ut”(m d’aprb [5], 2.1.1 
= ?V(Llif @ q(Ltm(X) @ A,(y)) 
d’oti, par densitk: 
et (i) d’aprb I.6 et 1.10; (ii) s’en dkduit, car les ghhateurs infinitkimaux de ces 
deux groupes d’unitaires sont Cgaux. 
III. UNICITB'DU POIDS DE HAAR SUR UNE ALGBBRE 
DE HOPF-VON NEUMANN INVOLUTIVE 
LEMME 111.1. Soit (M, I’, K) une algbbre de Hopf-von Neumann involutive. 
Soient v et # deux poids de Haar sur (M, r, K). Le poids v est invariant par le 
groupe des automorphismes modulaires associt% h #. 
DPmonstration. Soit x dans M+. Pour tout t dans R, on a: 
d&9) * 1 = (i 0 ~~m%Y4)) d’aprks (NKiii) 
= (i 0 9~)((@ 0 i) ~(4) d’aprks [3], 4.2.5(a) 
= Q((i 0 9-4 44) 
= e?J(x) * 1) 
= cp(x) - 1 C.Q.F.D. 
LEMME 111.2. Soit (M, r, K) une alg2bre de Hopf-von Neumann involutive. 
Soit q~ un poids de Haar SW (M, r, K). Soit 0 un poids sur M tel que: 
(i) le quadruplet (M, r, K, 6) vhije (Y) 
(ii) v < B 
(iii) 0 est invariant par ute. 
Alors, e est proportionnel h 9. 
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D&nonstration. I1 resulte du lemme 111.1 et de [IO] theoreme 5.12 qu’il 
existe un unique operateur injectif h, appartenant a Me, tel que 0 < h < 1 et 
que y = 8(/z.). Plus precisement, soit x dans s2, n !Tlz . On a x E 91, et: 
II 4&>11’ = $4”““) 
= ep/* x*xhli’) d’apres [IO], $4, ligne 2 
= 11 Ae(xhlq* 
= II Jehlfl Jdwl’ d’aprb (0.8). 
Soit k = Jehlp JO , q ui est un Clement hermitien injectif de M’. D’apres ce 
qui precede, on peut identifier H, et HO de telle sorte que A,(X) = k/l,(x) pour 
t0utsE922,n%$. 
Soient x et y dans ‘Q n %i . On a: 
Ur,(k 0 We(x) 0 44~)) = W&‘L(x) 0 4,(y)) 
= 4 ormY)(X 0 1)) d’apres [5], 2.1.1 
= (k 0 4 ~&QY)(x 0 1)) 
= (k 0 k) W&%(4 0 44~)). 
Par densite, on en deduit: 
W,(k ok) = (k @ k)W, . 
D’oh, d’aprb [5], 2.1.1, comme k appartient B M’: 
?VJ 1 @ k)(k @ 1) = (1 @ k) W,(k @ 1) 
comme k est injectif, on en deduit: 
I+‘,(1 ok) = (1 @k)W8 
Or: 
W,*(l Ok) = W,*(l ok) WOW,” d’aprb [5], 2.2.4 
= W,*W,(l @k) W; d’aprts (*) 
= (1 @ k) W,*. 
D’oti, en transposant: 
(1 @k)W, = W&l Ok) 
Done: 
(1 @ k2)Ww = (1 ok) W,(l ok) 
= W,(l @ k2) d’apres (*). 
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11 resulte alors du lemme I.1 que k” appartient a (MA)‘, comme il appartient 
Cgalement a M’, il resulte du theoreme I.4 que k2 est proportionnel a l’identid; 
il en est de m&me de h, d’oti le lemme. 
TH!?ORh%E 111.3. Soient v et # deus poids de Haar sur une algibre de Hopf-@on 
Neumann inaolutizje; ils sont proportionnels. 
Dimonstration. Considerons le poids 0 = v + $. 11 resulte du lemme III.1 
et de [lo], Corollaire 5.6 et proposition 5.10 que (M, r, K, 0) verifie (NKii). 
Les verifications de (NKi), (NKiii) et (NK’ ) iv sont triviales. Enfin, il est clair 
que IJI < B et, d’apres 111.1, que 6’ est invariant par ut@. 
On peut done appliquer le lemme III.2 et le theoreme en resulte. 
On peut affaiblir la definition des TLmorphismes ([5], 5.1.2) de la maniere 
suivante: 
COROLLAIRE 111.4. Soient od, et U6, deux alg2bres de Kac. Un morphisme 
normal u de Ml dans M, , tel que u(1) = 1, qui z@rifie (Mi), (Mii), le fait que la 
restriction de p12 ci u(M,) est un poids semi-fini et (Mizj) est un S?-morphisme. 
Dkmonstration. Grace a ces hypotheses, il resulte de [5], 5.3.3 que 
WK), r I uUK>, K I 4%), v:! I u(fifd) es une algebre de Kac, il resulte de t 
[S], 5.1.4 et 5.2.3 que (MIRu , TiRzl , KRul , ?iRu) est une algebre de Kac. 
Autrement dit IJTJ~ 1 u(Mi) et viRu sont des poids de Haar sur deux algebres de 
Hopf-von Neumann involutives isomorphes. Alors le theoreme III.3 entraine 
que I’axiome (Miii) de [5], 5.1.2 est v&if%; d’oh le resultat. 
IV. UNE DEFINITION AFFAIBLIE DES POIDS DE HAAR 
Dans ce chapitre, on considere un quadruplet od = (M, r, K, q) verifiant 
(NKi), (NKii), la propriete 
(NKiv) et (NKv). 
Nous nous proposons de demontrer qu’alors 06 verifie (NKiii). Remarquons 
que (*) est trivialement implique par (NKiii) et qu’elle permet de donner un 
sens a l’ecriture de (NKiv). 
LEMME IV.1. Pour tout w de M, , on a: 
(4 (w 0 WW,>> C 9Jk , 
(ii) (w @ i)(T(%,J) C !J& . 
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Dhonstration. Remarquons tout d’abord qu’il rksulte trivialement de (*) que 
Dans ces conditions, supposons w positif; soit x dans ‘9&f. Alors 
(w @ i)(F(x)) est positif et: 
P@J 0 4 W) = 4(i 0 9’) W) d’aprb (0.3) et (0.4) 
<+a d’aprb ce qui prktde. 
11 en rksulte que (W @ i)(F(x)) appartient ?I 9JI @+, d’oti (i) par IinCaritC (portant 
sur x, puis sur w). 
Soient 5 dans H, tel que /I 5‘ jj = 1 ety dans ‘9& . Alors we @ iest une espkrance 
conditionnelle normale de M @ M sur M et: 
d’oh: 
d(h 0 4 W)* (Cut 0 i) Q)) < dk+ 0 4 +*x)) 
c+m d’aprks (i) 
d’oti: 
(wc @ i)(r(x)) E St, et (ii) par linCarit6. 
DEFINITION IV.2. 11 rksulte de IV.l(ii) que pour tout w de M, , on peut 
dkfinir une application 1inCaire de !J& dans H, par x --+ .4,((i @ w) T(x)). On en 
dCduit un ophrateur Z(w) de H, dans hi-m&me dCfini par 
I1 est clair que I’application I est linkaire. 
LEMME IV.3. Soit x dam !&. Pour tous w et W’ dam M, , on a: 
(i) Z(w * w’) L&(x) = Z(W’) Z(w) cl,(x), 
(ii) LtQ(%J C ~?(Z(W)*) et Z(W)* n,(x) = Z(w’) cl,(x). 
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Dt!monstration. On a: 
Z(W * w’) A,(x) = A,(((w * w’) @ i) F(x)) d’apres IV.2 
= A,((, @ W’ @ i)(P @i) r(x)) d’aprb [S], 1.2.2 
= A,((w @ W’ @ i)(i @ T) T(x)) d’aprb [5], 1.2.1.1 
= A,((w’ @ i)(w @ i @ i)(i @ T) T(x)) 
= A,((w’ @ i) T((w @ i) r(x))) 
= A,((w’ 0 i) &‘(Z(w) A,(x))) d’aprb IV.2 
= Z(w’) Z(w) A,(x) 
d’oh (i). 
Soit y dans !l& . Supposons w positif, alors w” = w 0 K. On a: 
NW”) 4(x) I 49(Y)) = Mw o 4 A&) I 4(Y)) 
= (A,((w 0 K @ i) T)x)) 1 /l,(y)) d’apres IV.2 
= dY*(w o K @ i)(r(X))) 
= dw o K @ i)((l BY*) &+) 
= (W o K 8 ‘$‘)((l @Y*> +)) d’apres (0.4) 
= (w @ p)(T(y*)(l @ x)) d’apres (NKiv) 
= v((w @ i)(T’(y*)( 1 0 x)) d’apres (0.4) 
= P)((w 0 w(Y*)M 
= (/la(x) 1 A,((w @i) T(y))) d’aprb IV.l(ii) 
= @L(x) I Z(w) 4(Y)) d’aprb IV.2 
d’oti (ii) par antilinearite. 
LEMME IV.4. Soit f duns A,$&,). L a f orme Zin6aire vE dijinie SUY M, par 
v&w) = (Z(w)6 1 6) est continue, et de norme infirieure ou bgale h 11 [ 112. 
Dt!monstration. ConsidCrons N, I’algebre de Banach involutive deduite de 
M, par adjonction d’une unite e. L’ClCment gentrique de N est egal a w + a - e, 
oti w appartient B M, et a! a C. 
On pose: V<(W + 01 . e) = V&W) + all 5 llz. 
Alors, VE est une forme lineaire positive sur N. En effet: 
FE((wo + 5 . e) * (w + cd * e)) 
= FE(wo * w + Orw + DLW’ + wit . e) 
= vt(wO * w) + &YE(w) + c+JJO) + &l II Ill2 
= NW0 * w)E I 5) + q(w)8 I 5) + 4(w”)t I 4) + a& II 5 II2 
= (Z(w) Z(w”)E I 5) + W(w)f I t) + cu(l(w’)f I 6) + olor II E II2 d’apres IV.3(i) 
= II Z(w”)E II2 + (Z 1 Z(w”)E) + (Z(w”)E I c%$) + ti II t II2 d’apres IV.3(ii) 
= II w2 + St II2 2 0. 
580/34/3-s 
402 JEAN-MARIE SCHWARTZ 
I1 en rhlte que cr est continue et que 
II h II = h(e) = II 5 II2 
d’oh le lemme, par restriction g M, . 
COROLLAIRE IV.5 Les opkateurs Z(W) sont continus. 
Dhonstration. D’aprks IV.4, pour tout 6 de /l&R,,,) on a en effet: 
(&J * w”)5 I 5) d II w * w” II II % II2 
d’oh, en appliquant V.3(i) et (ii): 
II l(w)E II2 < II ” II” II t II23 d’oh le r&&tat. 
DEFINITION IV.6. Comme fl,(‘%.J est dense dans H, , il rCsulte de ce qui 
pr&de qu’il existe un unique prolongement born& de Z(w) k H, . On le notera 
encore Z(w), et il rksulte de IV.3 et de IV.5 que pour tous w et w’ de M, , on a: 
(i) Z(w * w’) = Z(w’) Z(w), 
(ii) Z(w”) = Z(w)*, 
(iii) II 4~111 d II w II- 
LEMME IV.7. Pour tout w de M, et tout t de R, on a: 
Z(w) “2 = dZZ(w). 
Dhonstration. Soit x dans ‘%w n %z . On suppose w positif. Alors: 
Ww) 4(x) = &43((w 0 i) r(x)) d’aprb IV.2 
= A,((, @i) F(x*)) 
= Z(w) A,(x*) 
= Z(w)S,A,(x). 
Comme (l,(‘%w n ‘92) est un domaine essentiel pour S, , on en dkduit: 
Z(w)& c SJ(w). 
En substituant w” g w(w” est encore positif), il vient: 
Z(w”)S, c S,Z(w”) 
soit 
z(w)*s, c s,z(w)* d’aprks IV.6(ii) 
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d’oh, en transposant: 
Z(w)F* CFJ(w). 
On a done: 
Z(w)d, = Z(w)F,S, CFJ(w)S, CFgg(w) = d,Z(w) 
d’oh le lemme pour w positif, et par lintaritk dans le cas gCnCra1. 
LEMME IV.8. Pour tout t de R on a: TO uta = (i @ ‘~~0) o IT 
D6monstration. Soit x dans %a . On a: 
Mw 0 4 rw(4)) = b) fl,(utW) d’aprbs IV.2 
= Z(w) Lpi,(x) 
= q(w) A&) d’aprb IV.7 
= Ql&(w @ i) r(x)) d’aprks IV.2 
= fl,h@((w 0 i> WN 
= 4&w 0 w 0 4 WN). 
D’oii: 
(w @ i) qq(x)) = (w @ i)((i @ qm) r(x)) 
pour tout w de M, , il en rbsulte: 
d’oh le rtkultat, par densit et continuitk. 
COROLLAIRE IV.9. Soit x dans M, analytique par rapport ci v. Alors, pour 
tout w de M, (W @ i)(T(x)) est analytique par rapport ci v. 
Dimonstration. En effet, la fonction dkfinie sur C par 01--f (w @ ;)(r(ullw(x))) 
est analytique et, d’aprb IV.8, prolonge la fonction dCfinie sur R par 
t - (w 0 W(~tm(4)) = v&J 0 ww)) 
LEMME IV.10. Soit A une algibbre de von Neumann, 1+4 duns B(A). Soit zj me 
familre d’6Zt?ments deA appurtenant ri 5X2, analytique par rapport d! # et tendant 
faiblement vers 1. Alors, pour tout a de Y%RJz,, on a 
lijm #(azJ = P(a). 
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Dhzonstration. Soient x et y dans W, n ‘ills . On a: 
4dY*xzj) = (4Axzj) I 4dY)) 
= 6%~d+*) I 4(Y)) 
= N&VW) I 4dYN 
= (J~n~“zi*d,1’21,/1,(X) I 4(Y)) 
= (L?&2(~~) Jdd4 I 4Y)) par hypothese 
- VW) I h(Y)) 
= nY*x) 
d’oh le resultat, par linearit& 
PROPOSITION IV. 11. 06 vb~zjie (NKiii). 
D6monstratior.c Soient w dans M, , y dans ‘3&i- et xj une famille d’elements 
de ‘%a , analytiques par rapport a v et fendant faiblement vers 1. 
On peut done Ccrire: 
P)((Cw 0 i) r(Y)Kxj) = 9)Cw 0 i)(r(Y)(l 0 xi)) 
= (w @ v)(T(y)(l @ Xj)) d’apres (0.4) 
= (W o K @ p)((l @ y) T(xj)) d’apres (NKiv) 
= P)(W 0 K @ i)((l By) F(xj)) d’aprb (0.4) 
= dYCw ’ K 0 i)(r(xj))) 
11 resulte de IV.I(i) que (w 0;) (y) appartient ?I %l&,+ et de IV.I(ii) et IV.9 
que (W 0 K @ i) (xj) appartient a !X@ et est analytique par rapport a v. 11 est clair 
par ailleurs que cette famille tend faiblement vers w 0 K( 1) . 1 = w( 1) . 1. 
Les hypotheses du lemme IV.10 sont done verifiees aussi bien pour le terme 
de gauche que de droite, on a done, en passant B la limite: 
P)((w 0 4 r(Y)) = dY) 4) 
soit : 
d’oh 
w(; @ CJJ)(~( y)) = T(y) w( 1) pour tout w de M, 
(;@v)F(y)l =r&y)l pour touty de ‘YX,+ 
et le resultat, en utilisant un raisonnement analogue a 11.10. 
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On a ainsi demontre: 
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THEOREME IV. 12. Soit (M, r, K) we algkbre de Hopf-von Neumann involutive. 
Alors q~ est un poids de Haar sur (M, r. K) si et seulement s’il vth.e: 
(PHGi) v est un poids normal, semi-j% et$dtYe SW M, 
(PHGii) T(!l&) C !l&~~. 
(PHGiii) (i @v)(T(y*)(l @ x)) = K((i @q~)((l @y*)F(x)) pour tous x,y 
de ‘Q, 
(PHGiv) KUtw = UytKpour tout t de R. 
Remarque IV.13. Pour tout w de M, , on a l(W) = h(W 0 K) (Oh h = x(w)). 
Soient en effet .r et y dans ‘So et 5 dans A,(‘$J. On a: 
(44 A(x) I MY)) = VW.9 0 i) W4) I 44~)) d’apres IV.2 
= V(Y *(UP 0 9 W) 
= dh 0 i)((l 0 Y *> W)) 
= (WE 0 v>((l 0 Y) W) d’apres (0.4) 
=z (9’ @q~)((~(l)* my*) T(x)(rr(t) 0 1)) d’apres II.11 
= (A,&r(x)(n(t) 0 1)) I 5 0 4,(y)) d’aprb [51, 2.1 
=: (lV(f @A,(x)) I E @A,(y)) d’aprb [5], 2.1.1 
== (A,(x) 1 X(q) A,(y)) d’apres [5], 2.1.5(a) 
= (A(w:) A,(x) / A,(y)) d’aprb [5], 2.1.7(b) 
= (h(Wc 0 K) /l,(X) 1 .‘&,(y)) car Wg est positif. 
d’oh, par densite: 
&a+) = h(0.Q 0 K) 
et I’egalid recherchee, par continuid, densite et linearite. 
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